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Réseau électrique

Un graphe!

• Paramètres de ligne :
impédances

• Paramètres de noeud :
puissances

• Variables dynamiques :
tensions/flux
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• Paramètres de noeud :
puissances

• Variables dynamiques :
tensions/flux

2



Réseau électrique

P1 = −240

P3 = −110

P2 = 400

P4 = 200

P5 = 280
P6 = −350 P7 = −220

Un système dynamique!

• Paramètres de ligne :
impédances

• Paramètres de noeud :
puissances

• Variables dynamiques :
tensions/flux
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Les équations

Equilibre des puissances

pi =
∑
j∼i

Bijvivj sin(θi − θj) + Gij

(
v2i − vivj cos(θi − θj)

)
qi =

∑
j∼i

−Gijvivj sin(θi − θj) + Bij

(
v2i − vivj cos(θi − θj)

)
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Les équations

Equilibre des puissances

pi =
∑
j∼i

flux︷ ︸︸ ︷
Bijvivj sin(θi − θj)+

perte︷ ︸︸ ︷
Gij

(
v2i − vivj cos(θi − θj)

)
qi =

∑
j∼i

−Gijvivj sin(θi − θj) + Bij

(
v2i − vivj cos(θi − θj)

)

• Paramètres fixes: B,G

• Paramètres changeants: p, q

• Variables: v , θ
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Réseau acyclique

• Topologie en arbre

• Noeud zéro

• Réseau de distribution

Réseau haute
tension
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Reformulation en variables d’arêtes

pi =
∑
j∼i

Bij

wij︷︸︸︷
vivj

xij︷ ︸︸ ︷
sin(θi − θj)+

kijBij︷︸︸︷
Gij (v

2
i − vivj

︷ ︸︸ ︷
cos(θi − θj))

qi =
∑
j∼i

−Gijvivj sin(θi − θj) + Bij

(
v2i − vivj cos(θi − θj)

)
v1 = 1.01
θ1 = 45◦

v2 = 0.98
θ2 = 30◦

x12 = sin((45− 30)◦)

w12 = 1.01 · 0.98
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pi =
∑
j∼i

Bij

wij︷︸︸︷
vivj

xij︷ ︸︸ ︷
sin(θi − θj)+

kijBij︷︸︸︷
Gij (v

2
i − vivj

√
1−x2ij︷ ︸︸ ︷

cos(θi − θj))

qi =
∑
j∼i

−Gijvivj sin(θi − θj) + Bij

(
v2i − vivj cos(θi − θj)

)

pi =
∑
j∼i

Bijwij

(
xij + kij(

vi
vj

−
√
1− xij2)

)

qi =
∑
j∼i

Bijwij

(
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Matrice d’incidence et orientation

But: associer grandeurs d’arêtes et de noeuds

pi =
∑
j∼i

Bijwij

(
xij + kij(

vi
vj

−
√
1− xij2)

)

qi =
∑
j∼i

Bijwij

(
−kijxij +

vi
vj

−
√

1− xij2
)
.

1

2

3

4
5
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Matrice d’incidence et orientation

But: associer grandeurs d’arêtes et de noeuds

pi =
∑
j∼i

Bijwij

(
xij + kij(

vi
vj

−
√
1− xij2)

)

qi =
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1

2

3

4
5

E =
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−1 1 0 1 1
0 −1 1 0 0
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0 0 0 0 −1
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pi =
∑
j∼i

Bijwij

(
xij + kij(

vi
vj

−
√
1− xij2)

)

qi =
∑
j∼i

Bijwij

(
−kijxij +

vi
vj

−
√

1− xij2
)
.

1

2

3

4
5

E =


−B01 B12 0 B14 B15

0 −B12 B23 0 0
0 0 −B23 0 0
0 0 0 −B14 0
0 0 0 0 −B15


6



Formulation matricielle I : impossibilité car asymétrie

pi =
∑
j∼i

Bijwij

(
xij + kij(

vi
vj

−
√
1− xij2)

)

qi =
∑
j∼i

Bijwij

(
−kijxij +

vi
vj

−
√

1− xij2
)
.

Calculons

Exxx =


−B01 B12 0 B14 B15

0 −B12 B23 0 0
0 0 −B23 0 0
0 0 0 −B14 0
0 0 0 0 −B15



x01
x12
x23
x14
x15



✓ Somme le bon nombre de contributions
✓ Respecte l’opposition des signes, xij = −xji .
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Asymétrie des flux et E+ E-

On introduit E+ et E−:

(E+)il = max(Eil , 0)

(E−)il = |min(Eil , 0)|
⇒ E = E+ − E−

Et les flux avec perte:

ξe = xij − kij

√
1− x2ij

ζe = xij + kij

√
1− x2ij = −ξji , pour e = ij .

On garde en tête Pythagore:

x2e =

(
ξe + ζe

2

)2

︸ ︷︷ ︸
sin2

= 1−
(
ξe − ζe
2ke

)2

︸ ︷︷ ︸
cos2
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Formulation matricielle le retour

ξe = xij − kij

√
1− x2ij

ζe = xij + kij

√
1− x2ij = −ξji , pour e = ij .

On veut matricier

pi =
∑
j∼i

Bijwij

(
xij + kij(

vi
vj

−
√
1− xij2)

)
, 1 ≤ i ≤ n

ppp = E+[www ]ξξξ − E−[www ]ζζζ + Gvvv

Super, on a réussi! Pourquoi on faisait ça ?

9



Formulation matricielle le retour

ξe = xij − kij

√
1− x2ij

ζe = xij + kij

√
1− x2ij = −ξji , pour e = ij .

On veut matricier

pi =
∑
j∼i

Bijwij

(
xij + kij(

vi
vj

−
√
1− xij2)

)
, 1 ≤ i ≤ n

ppp = E+[www ]ξξξ − E−[www ]ζζζ + Gvvv
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Isoler ζ

ppp = E+[www ]ξξξ − E−[www ]ζζζ + Gvvv

Rappel de notre matrice d’incidence:

1

2

3

4
5


−B01 B12 0 B14 B15

0 −B12 B23 0 0
0 0 −B23 0 0
0 0 0 −B14 0
0 0 0 0 −B15



Observer E−, et isoler ζ.

ζζζ = [www ]−1E−1
− (E+[www ]ξξξ − ppp + Gvvv)
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La même chose avec ξ

On peut isoler ξ dans l’équation de la puissance réactive q.

ζζζ = [www ]−1E−1
− (E+[www ]ξξξ − ppp + Gvvv)

ξξξ = [www ]−1A−1 (qqq − Cppp − Dvvv)

où A,C ,D sont des matrices qui dépendent du réseau.

x2e =

(
ξe + ζe

2

)2

= 1−
(
ξe − ζe
2ke

)2

Une équation par arête e
Inconnues: amplitudes des tensions v , dans w et v
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n équations quadratiques

ζζζ = [www ]−1E−1
− (E+[www ]ξξξ − ppp + Gvvv)

ξξξ = [www ]−1A−1 (qqq − Cppp − Dvvv)

Et ∀e, 1 =

(
ξe + ζe

2

)2

+

(
ξe − ζe
2ke

)2

On retourne aux valeurs nodales: wij → vivj

4vtvu = L0(e) +
∑
i∈ϱe

L1,i (e)vi +
∑
i ,j∈ϱe

L2,ij(e)vivj

12
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Petite pause on respire

On avait 2n équations trigonométriques & quadratiques:

pi =
∑
j∼i

Bijvivj sin(θi − θj) + Gij

(
v2i − vivj cos(θi − θj)

)
qi =

∑
j∼i

−Gijvivj sin(θi − θj) + Bij

(
v2i − vivj cos(θi − θj)

)
On a maintenant n équations quadratiques.

4vtvu = L0(e) +
∑
i∈ϱe

L1,i (e)vi +
∑
i ,j∈ϱe

L2,ij(e)vivj

Super!
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Décortiquer L

4vtvu = L0(e) +
∑
i∈ϱe

L1,i (e)vi +
∑
i ,j∈ϱe

L2,ij(e)vivj

Différentes échelles de temps: écrire L0,1,2 = L(ppp,qqq) =: L(sss).

4vtvu = sssTM0(e)sss + sssTM1(e)vvv + vvvTM2(e)vvv
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Forme quadratique

Autrement dit:

M(e) :=

(
M0

1
2M1

1
2M

T
1 M̃2

)
∈ R3n×3n

0 =
(
sssT vvvT

)
M
(
sss
vvv

)
.

• Chaque arête e définit une forme quadratique dans R3n.

• Le vecteur de tensions vvv réalise les équations de flux ssi le
vecteur puissances-tensions est dans l’intersection des noyaux
de ces formes quadratiques.
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vecteur puissances-tensions est dans l’intersection des noyaux
de ces formes quadratiques.

15



Convexité en vvv et moindres carrés

0 =
(
sssT vvvT

)( M0
1
2M1

1
2M

T
1 M̃2

)(
sss
vvv

)
=: fe(vvv)

d2

dvvv2
fe(vvv) = 2M̃2 ⪰ 0.

1. Ca se prouve, promis.

2. Ca veut dire que fe est convexe (pour tout e).

3. On définit

F (vvv) :=
n∑

e=1

fe(vvv)2

Convexe de Rn → R.

F (vvv∗) = 0 ⇔ vvv∗ solution.
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Minimum global

F (vvv) =
∑
e

((
sssT vvvT

)
M
(
sss
vvv

))2

= 0?

Une fonction convexe admet un
unique minimum local, qui
cöıncide avec son minimum

global.
Et en plus il est ”facile à

trouver” → descente de gradient.
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Perturbation

Point d’équilibre: ssso , vvvo (hot/cold start).

∀e : 0 =
(
sssTo vvvTo

)
M
(
ssso
vvvo

)
.

Perturbation δsδsδs et réponse δδδv

0 =
(
(ssso + δsδsδs)

T (vvvo + δvδvδv )
T
)
M
(
ssso + δsδsδs
vvvo + δvδvδv

)
Distributivité etc...(

sssTo M1 + 2vvvTo M2

)
︸ ︷︷ ︸

τe∈Rn

δvδvδv = −
(
2sssTo M0 + vvvTo M1

)
︸ ︷︷ ︸

σe∈R2n

δsδsδs + O(δ2).

18
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Perturbation & Linéarisation

∀e :
(
sssTo M1 + 2vvvTo M2

)
︸ ︷︷ ︸

τe∈Rn

δvδvδv = −
(
2sssTo M0 + vvvTo M1

)
︸ ︷︷ ︸

σe∈R2n

δsδsδs + O(δ2).

En combinant toutes les équations (1 ≤ e ≤ n):

∈R(n×n)︷︸︸︷
T δδδv =

∈Rn×2n︷︸︸︷
Σ δδδs +OOO(δ2)

δ̃δδv = T−1Σδδδs
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Merci!
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